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К распределению нулевых множеств голоморфных функций. II∗
Б.Н. Хабибуллин, Э.Б. Хабибуллина
10 июня 2018 г.
Обобщается [1, теорема 3] в обозначениях и определениях из [1]. Для S и O из Cn∞ :=
Cn∪{∞}, n ∈ N, замыкание closS, внутренность intS и граница ∂S — в Cn∞; S b O, если
closS ⊂ O; sbh(S) и Hol(S) — классы соответственно субгармонических и голоморфных
функций в открытой окрестности S; sbh+(S) := {v ∈ sbh(S) : v > 0 на S}. Всюду далее
D — область в Cn∞ 6= D и существует точка z0 ∈ intS b D; (1d)
sbh0(D \ S) :=
{
v ∈ sbh(D \ S) : lim
D3z′→z
v(z′) = 0 для всех z ∈ ∂D
}
. (1s)
Определения (ср. с [1, определение 1]). Функцию v
(1s)∈ sbh0(D \S) называем веществен-
ной тестовой функцией для D вне S, если эта функция v одновременно
(a) ограничена на S0 \ S для некоторого S0 ⊂ D, удовлетворяющего условию S
(1d)
b intS0;
(b) положительна, т. е. > 0, на D \ Sv для некоторого подмножества Sv b D.
Класс всех таких функций v обозначаем через sbh±0 (D\S;< +∞). В [1, (2.2b)] определялся
подкласс sbh+0 (D\S;< +∞) := sbh±0 (D\S;< +∞)∩ sbh+(D\S) положительных тестовых
функций для D вне S. Для b ∈ R+ := {x ∈ R : x > 0} и S b intS0 ⊂ S0 ⊂ D полагаем
sbh±0 (D \ S, S0;6 b) :=
{
v ∈ sbh±0 (D \ S;< +∞) : sup
S0\S
|v| 6 b
}
⊂ sbh±0 (D \ S;< +∞). (2)
Подкласс sbh+0 (D \ S;6 b) := sbh±0 (D \ S,D;6 b) ∩ sbh+(D \ S) играл ключевую роль в
[1]. Через σ2n−2 обозначаем (2n− 2)-меру Хаусдорфа, нормированную как в [1,1.2.3, (1.3)].
Для функции f ∈ Hol(D) через Zerof обозначаем дивизор нулей функции f [1,1.2.4].
Теорема 1 (обобщение [1, теорема 3]). Пусть M(z0) 6= −∞ для M ∈ sbh(D) с мерой
Рисса νM , b ∈ R+ \ {0} и S
(a)
b intS0 ⊂ S0 ⊂ D. Тогда найдутся постоянные1 C :=
const+z0,S,S0,b и CM := const
+
z0,S,S0,M
, с которыми для каждой ненулевой функции f ∈ Hol(D)
при ограничении |f | 6 expM на D для всех v (2)∈ sbh±0 (D\S, S0;6 b) выполнено неравенство∫
D\S
v Zerof dσ2n−26
∫
D\S
v dνM − C log
∣∣f(z0)∣∣+ C CM . (3)
∗Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (проект № 18-11-00002).
1Постоянная const+a1,a2,... > 0 зависит только от a1, a2, . . . , а также от n и D.
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В [1, теорема 3] равномерное по v ∈ sbh±0 (D \S, S0;6 b) неравенство (3) дано для более
узкого (см. Пример ниже) класса sbh+0 (D \ S;6 b) положительных тестовых функций.
Доказательство. Можно считать, что z0 = 0 и u(0) = 0 для u := log |f | ∈ sbh(D) с мерой
Рисса νu. По условию (b) и определениям (1s) и (2) функция v ∈ sbh±0 (D \ S, S0;6 b),
продолженная нулем на Cn∞ \ D, субгармонична на Cn∞ \ S. Существует регулярная для
задачи Дирихле область U ⊂ Cn∞, удовлетворяющая условиям S b U b intS0, с функцией
Грина gU := gU(·, 0) > 0 с полюсом в нуле. После продолжения нулем на Cn∞\U функция gU
субгармонична на Cn∞ \ {0} [2, 5.7.4]. Существует открытое множество O b (intS0) \ closS,
содержащее границу ∂U b O. Положим, следуя схеме [3, доказательство леммы 6.2],
c :=
2b+ 2
inf
U∩∂O
gU
> 0, v˜ :=

v на Cn∞ \ U,
max{v, cgU − b− 1} на U ∩ O,
cgU − b− 1 на U \ O.
(4)
Построение (4) «склеивает» функцию v˜ в субгармоническую на Cn∞ \ {0}, тождественно
равную нулю на Cn∞ \D и удовлетворяющую предельному соотношению
lim
06=z→0
v˜(z)
−h2n(|z|)
(4)
= c, где h2n(t) :=
{
log t при n = 1,
−t2−2n при n > 1, t > 0. (5)
Рассмотрим теперь положительную вне некоторого Sv
(b)
b D функцию
V˜
(4)
:=
1
c
v˜ ∈ sbh(Cn∞ \ {0}), lim
06=z→0
V˜ (z)
−h2n(|z|)
(5)
= 1, V˜ ≡ 0 на Cn∞ \D. (6)
Каждому числу ε > 0 сопоставим открытое множество Oε = {z ∈ Cn∞ \ {0} : V˜ (z) < ε}
и функцию Vε, тождественно равную нулю в каждой связной компоненте множества Oε,
пересекающейся с Cn∞ \D, и равную функции V˜ −ε в остальной части Cn∞ \{0}. Тогда при
всех достаточно малых ε > 0 в силу положительности V˜ вне некоторого Sv b D и ввиду
условия limD3z→∂D V˜ (z)
(1s)
= 0 функции Vε ∈ sbh(Cn∞\{0}) согласно (6) тождественно равны
нулю вне некоторого Sv,ε b D и удовлетворяют условию lim
06=z→0
Vε(z)
−h2n(|z|)
(6)
= 1. Функции Vε
с мерой Рисса µε, suppµε b D \ {0}, называем функциями, или потенциалами, Аренса –
Зингера, а µε — это меры Аренса – Зингера [4, определения 1, 2]. По [4, предложение 1.2]∫
D\{0}
Vε dνu =
∫
D
u dµε,
∫
D
M dµε =
∫
D\{0}
Vε dνM +M(0).
Отсюда, поскольку u = log |f | 6M , а по построению Vε 6 V˜ всюду на Cn∞ \ {0}, получаем∫
D\{0}
Vε dνu 6
∫
D\{0}
Vε dνM +M(0) 6
∫
D\{0}
V˜ dνM +M(0) для всех Vε. (7)
По построению при 0 < ε→ 0 функции Vε 6 V˜ монотонно поточечно стремятся к V˜ . При
u = log |f | по теореме о монотонной сходимости интегралов из (7) имеем∫
D\{0}
V˜ Zerof dσ2n−2 =
∫
D\{0}
V˜ dνu
(7)
6
∫
D\{0}
V˜ dνM +M(0), (8)
2
где равенство в левой части следует из формулы Пуанкаре –Лелона [1, 1.2.4]. Для перехо-
да от V˜ к подынтегральной функции v˜ необходимо домножить соотношение (8) на число
c > 0 из (4)–(6). Затем, исходя из построения v˜ в (4), подобно [1, 3.3, после (3.26)], можно
избавиться от частей интегралов по множеству S b D и оставить в интегралах из (8) толь-
ко подынтегральную функцию v вместо v˜ из (4). Аккуратный контроль за возникающими
при этом константами дает требуемое неравенство (3) с постоянными C,CM .
Пример (на основе одного примера Т. Лионса [5, XIB 2]). Пусть λ — мера Лебега в
единичном шаре B ⊂ Cn, нормированная условием λ(B) = 1. Тогда
Vλ(z) :=
∫
h2n(|z − z′|) dλ(z′)− h2n(|z|), z ∈ B, (9)
— положительная тестовая функция для B вне шара εB при ε ∈ (0, 1) [4, предложение
1.4]. Пусть 0 6= z ∈ B и B(z, r) := z + rB — шар радиуса r ∈ (0, 1− |z|) с центром z, λz,r —
сужение λ на B(z, r). Рассмотрим вероятностную меру µz,r := λ−λz,r+λ
(
B(z, r)
)
δz > 0, где
δz — мера Дирака в точке z. Тогда функция Vµz,r , построенная по правилу (9) с заменой λ
на µz,r, — вещественная тестовая функция для B вне εB при ε ∈ (0, |z|) с Vµz,r(z) = −∞,
т. е. строго меньшая нуля в открытом множестве, содержащем точку z. Таким образом,
класс функций sbh±0 (B\εB;< +∞) строго шире класса sbh+0 (B\εB;< +∞) при ε ∈ (0, |z|).
Случай n = 1. Для области D ⊂ C∞ := C1∞ теореме 1 можно придать форму критерия.
Теорема 2. Пусть D односвязная и на ∂D более одной точки, −∞ 6≡ M ∈ sbh(D) —
непрерывная функция с мерой Рисса νM и Z := {zk}k=1,2,... — последовательность точек
в D без предельных точек в D. Тогда эквивалентны три утверждения:
(i) Z — последовательность нулей для некоторой функции f ∈ Hol(D) в том смысле,
что для каждой точки z ∈ D число повторений точки z в последовательности Z
равно кратности нуля функции f в точке z, с ограничением |f | 6 expM на D;
(ii) для любых S
(1d)
b intS0 ⊂ S0 ⊂ D и b ∈ R+ \ {0} найдется такое число C ∈ R+, что∑
zk∈D\S
v(zk) 6
∫
D\S
v dνM + C для всех v ∈ sbh±0 (D \ S, S0;6 b); (10)
(iii) существуют S
(1d)
b intS0 ⊂ S0 ⊂ D, b ∈ R+ \ {0} и C ∈ R+, для которых имеем (10).
Импликация (i)⇒(ii) сразу следует из теоремы 1; (ii)⇒(iii) — очевидно. Доказательство
импликации (iii)⇒(i) использует [6, § 8, теорема 8.2], [7, 9.3] и будет изложено в ином месте.
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